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Presa visione della prima prova parziale
Entro il 10 maggio 2013 per appuntamento nelle giornate di
marted`ı, mercoled`ı, gioved`ı e venerd`ı
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Ammortamento in progressione aritmetica
αk = α1 + ρ(k − 1), k = 1, . . . , n
Condizione di rimborso prospettivo
(
α1 + nρ +
ρ
i
)
an|i − n
ρ
i
= A (1)
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Debito residuo
In generale si ha per 1 ≤ m < n
δm =
n−m∑
s=1
αm+s(1 + i)
−s
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Debito residuo
In generale si ha per 1 ≤ m < n
δm =
n−m∑
s=1
αm+s(1 + i)
−s
Nel caso in esame αs = α1 + (s− 1)ρ quindi
δm =
n−m∑
s=1
[α1 + (m+ s− 1)ρ] (1 + i)−s
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Debito residuo
In generale si ha per 1 ≤ m < n
δm =
n−m∑
s=1
αm+s(1 + i)
−s
Nel caso in esame αs = α1 + (s− 1)ρ quindi
δm =
n−m∑
s=1
[α1 + (m+ s− 1)ρ] (1 + i)−s
conclusione
δm =
ρ + iαm+1 − [ρ + i (ρ + αn)] (1 + i)m−n
i2
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Esercizio
Rimborsare 10 000 c in progressione aritmetica di ragione 1 con 100
rate al tasso i = 0, 003 e calcolare la quota interessi dell’ultima rata
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Esercizio
Rimborsare 10 000 c in progressione aritmetica di ragione 1 con 100
rate al tasso i = 0, 003 e calcolare la quota interessi dell’ultima rata
Fissata la ragione il primo termine della progressione e` dato dalla
formula
α1 = Aαn|i − ρ
(1 + ni) an|i − n
i an|i
= 68, 88997
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Esercizio
Rimborsare 10 000 c in progressione aritmetica di ragione 1 con 100
rate al tasso i = 0, 003 e calcolare la quota interessi dell’ultima rata
Fissata la ragione il primo termine della progressione e` dato dalla
formula
α1 = Aαn|i − ρ
(1 + ni) an|i − n
i an|i
= 68, 88997
Per trovare l’ultima quota interessi serve il debito residuo dopo 99
rate
δm =
ρ + iαm+1 − [ρ + i (ρ + αn)] (1 + i)m−n
i2
= 167, 38781
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Esercizio
Rimborsare 10 000 c in progressione aritmetica di ragione 1 con 100
rate al tasso i = 0, 003 e calcolare la quota interessi dell’ultima rata
Fissata la ragione il primo termine della progressione e` dato dalla
formula
α1 = Aαn|i − ρ
(1 + ni) an|i − n
i an|i
= 68, 88997
Per trovare l’ultima quota interessi serve il debito residuo dopo 99
rate
δm =
ρ + iαm+1 − [ρ + i (ρ + αn)] (1 + i)m−n
i2
= 167, 38781
h100 = iδ99 = 0, 003× 167, 38781 = 0, 502163
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Esercizio
Rimborsare 10 000 c in progressione aritmetica di ragione 1 con 100
rate al tasso i = 0, 003 e calcolare la quota interessi dell’ultima rata
Fissata la ragione il primo termine della progressione e` dato dalla
formula
α1 = Aαn|i − ρ
(1 + ni) an|i − n
i an|i
= 68, 88997
Per trovare l’ultima quota interessi serve il debito residuo dopo 99
rate
δm =
ρ + iαm+1 − [ρ + i (ρ + αn)] (1 + i)m−n
i2
= 167, 38781
h100 = iδ99 = 0, 003× 167, 38781 = 0, 502163 NB α100 = 167, 88997
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Indice di onerosita`
γ =
n∑
k=1
αk −A
A
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Indice di onerosita`
γ =
n∑
k=1
αk −A
A
Nel caso di un rimborso in progressione aritmetica otteniamo
γ =
n
2
(α1 + αn)−A
A
=
n
2A
(α1 + αn)− 1
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Indice di onerosita`
γ =
n∑
k=1
αk −A
A
Nel caso di un rimborso in progressione aritmetica otteniamo
γ =
n
2
(α1 + αn)−A
A
=
n
2A
(α1 + αn)− 1
Ricordiamo poi che la scadenza media finanziaria T calcolata allo
stesso tasso del prestito e` data dalla relazione
T =
ln(1 + γ)
ln(1 + i)
=
ln[n(α1 + αn)]− ln(2A)
ln(1 + i)
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Se voglio la scadenza media finanziaria ad un tasso j diverso dal tasso
del prestito parto dalla formula
T =
ln
(
n∑
k=1
αk
)
− ln
(
n∑
k=1
αk (1 + j)
−k
)
ln (1 + j)
e concludo
T =
ln
(n
2
(α1 + αn)
)
− ln
(
jα1 + ρ− (1 + j)−n [j (αn + ρ) + ρ]
j2
)
ln (1 + j)
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Rimborso in progressione geometrica
Regime composto
Si rimborsa la somma A con n rate costituenti una progressione geo-
metrica di primo termine α1 e ragione ρ. Si uguagliano la somma
prestata e il valore attuale della rendita di n termini
α1
(1 + i)n − ρn
(1 + i)n (1 + i− ρ) = A (2)
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Rimborso in progressione geometrica
Regime composto
Si rimborsa la somma A con n rate costituenti una progressione geo-
metrica di primo termine α1 e ragione ρ. Si uguagliano la somma
prestata e il valore attuale della rendita di n termini
α1
(1 + i)n − ρn
(1 + i)n (1 + i− ρ) = A (2)
se si fissa ρ, si trova:
α1 =
A (1 + i)n (1 + i− ρ)
(1 + i)n − ρn (3)
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Nel caso degenere in cui sia ρ = 1 + i, si trova:
α1 =
n
A(1 + i)
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Debito residuo
In generale si ha per 1 ≤ m < n
δm =
n−m∑
s=1
αm+s(1 + i)
−s
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Debito residuo
In generale si ha per 1 ≤ m < n
δm =
n−m∑
s=1
αm+s(1 + i)
−s
Nel caso in esame αs = α1ρ
s−1 quindi
δm = α1
n−m∑
s=1
ρm+s−1(1 + i)−s
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Debito residuo
In generale si ha per 1 ≤ m < n
δm =
n−m∑
s=1
αm+s(1 + i)
−s
Nel caso in esame αs = α1ρ
s−1 quindi
δm = α1
n−m∑
s=1
ρm+s−1(1 + i)−s
conclusione
δm =
α1ρ
m
1 + i− ρ
(1 + i)n−m − ρn−m
(1 + i)n−m
= α1
ρm − ρn(1 + i)m−n
1 + i− ρ
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Indice di onerosita`
γ =
n∑
k=1
αk −A
A
11/24 Pi?
22333ML232
Indice di onerosita`
γ =
n∑
k=1
αk −A
A
Nel caso di un rimborso in progressione geometrica otteniamo
γ =
α1
A
1− ρn
1− ρ − 1 =
(1 + i)n(1 + i− ρ) (1− ρn)
(1− ρ) [(1 + i)n − ρn] − 1
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Indice di onerosita`
γ =
n∑
k=1
αk −A
A
Nel caso di un rimborso in progressione geometrica otteniamo
γ =
α1
A
1− ρn
1− ρ − 1 =
(1 + i)n(1 + i− ρ) (1− ρn)
(1− ρ) [(1 + i)n − ρn] − 1
La scadenza media finanziaria T calcolata allo stesso tasso del prestito
e` data dalla relazione
T =
ln(1 + γ)
ln(1 + i)
=
ln
α1
A
1− ρn
1− ρ
ln(1 + i)
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Se voglio la scadenza media finanziaria ad un tasso j diverso dal tasso
del prestito parto dalla formula
T =
ln
(
n∑
k=1
αk
)
− ln
(
n∑
k=1
αk (1 + j)
−k
)
ln (1 + j)
e concludo
T =
lnα1
1− ρn
1− ρ − ln
α1 (1− ρn(1 + j)−n)
1 + j − ρ
ln (1 + j)
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Valutazione dei progetti finanziari
Tasso interno di rendimento
Consideriamo una successione di flussi di cassa
C0, C1, . . . , Cn
disponibili ai tempi t0 = 0, t1 = 1, . . . , tn = n non dello stesso segno.
C0 C1 C2 • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •Cn -1 Cn
0 1 2 n-1 n
Fissato un tasso di interesse diremo rendimento economico attua-
lizzato (valore attuale netto) generato dal flusso la quantita`:
R(i) =
n∑
k=0
Ck (1 + i)
−k (rea)
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Se esiste i? tale che
R(i?) = 0
i? e` detto tasso interno di rendimento (tir o irr) associato all’ope-
razione finanziaria.
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Se esiste i? tale che
R(i?) = 0
i? e` detto tasso interno di rendimento (tir o irr) associato all’ope-
razione finanziaria.
Spesso, introducendo v = (1 + i)−1 scriveremo (rea) nella forma
n∑
k=0
Ckv
k = 0 (reav)
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Se esiste i? tale che
R(i?) = 0
i? e` detto tasso interno di rendimento (tir o irr) associato all’ope-
razione finanziaria.
Spesso, introducendo v = (1 + i)−1 scriveremo (rea) nella forma
n∑
k=0
Ckv
k = 0 (reav)
Risolta (reav) rispetto a v il tasso interno e` dato da
i? =
1
v?
− 1
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Buoni ordinari del tesoro
Titoli a cedola nulla (zero coupon bond)
si acquista al tempo t0 = 0, impiegando il capitale C0, il diritto di
ottenere il rimborso, al tempo t1 = 1, del capitale C1 > C0.
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Buoni ordinari del tesoro
Titoli a cedola nulla (zero coupon bond)
si acquista al tempo t0 = 0, impiegando il capitale C0, il diritto di
ottenere il rimborso, al tempo t1 = 1, del capitale C1 > C0.
Il rea e`:
R(i) = −C0 + (1 + i)−1C1
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Buoni ordinari del tesoro
Titoli a cedola nulla (zero coupon bond)
si acquista al tempo t0 = 0, impiegando il capitale C0, il diritto di
ottenere il rimborso, al tempo t1 = 1, del capitale C1 > C0.
Il rea e`:
R(i) = −C0 + (1 + i)−1C1
il tir si ottiene risolvendo l’equazione:
R(i) = 0 =⇒ i? = C1
C0
− 1
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Ad esempio se C0 = 97, 45 e C1 = 100, 00
i? =
100
97, 45
− 1 = 0, 026167265
corrispondente al 2, 6167265%
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In generale, se anziche´ avere restituito il capitale C1 al tempo t = 1
avessimo il capitale Ct restituito in t > 0 abbiamo un rea
R(i) = −C0 + (1 + i)−tCt
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In generale, se anziche´ avere restituito il capitale C1 al tempo t = 1
avessimo il capitale Ct restituito in t > 0 abbiamo un rea
R(i) = −C0 + (1 + i)−tCt
Il tasso interno di rendimento e`
i? =
(
Ct
C0
)1
t
− 1
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Buoni poliennali del tesoro
Titoli a cedola fissa. Al tempo t0 = 0 si investe il capitale C0. Ai tempi
t1 = 1, t2 = 2, . . . , tn−1 = n− 1 viene staccata una cedola di importo
C a beneficio dell’investitore. Al tempo tn = n oltre alle cedola C al
sottoscrittore viene riconsegnata la somma C0 investita in t = 0.
-C
0 C C ••••••••••••••••••••••• C
C
0
+C
0 1 2 n-1 n
−C0, C, . . . , C, C + C0
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Rea:
R(i) = −C0 +
n∑
k=1
C (1 + i)−k + C0 (1 + i)
−n
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Rea:
R(i) = −C0 +
n∑
k=1
C (1 + i)−k + C0 (1 + i)
−n
Semplificando
R(i) = an|i
(
C − i C0
)
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Rea:
R(i) = −C0 +
n∑
k=1
C (1 + i)−k + C0 (1 + i)
−n
Semplificando
R(i) = an|i
(
C − i C0
)
il tir dell’operazione si ottiene risolvendo l’equazione R(i) = 0, quindi
i? =
C
C0
Il tir dei btp e` dunque dato dal rapporto fra cedola fissa e capitale
investito.
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Tan e Taeg
Rappresentazione matematica di questioni normative. Nella pratica,
quando si desideri acquistare un bene, il venditore del bene propone
l’acquisto rateizzato. Le rate si calcoleranno sulla base della capi-
talizzazione composta, una volta stabilito un tui (calcolato su base
annua) che qui va sotto il nome di tan (tasso annuo nominale). Si usa
il rimborso a rate costanti.
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Questo genere di operazioni e` soggetto a costi attuativi, esecutivi e
fiscali a carico del debitore. Ci puo` essere un costo di attivazione, che
puo` essere corrisposto all’atto del pagamento della prima rata, o che
riduce l’importo finanziato al tempo zero. Ci possono essere anche
altri costi collegati ad ogni singola operazione. Il taeg (tasso anno
effettivo globale) e` il tir dell’operazione
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Esempio
Un prestito di 1 000 d viene rimborsato in regime composto in un
anno con rate semestrali costanti al tasso annuo nominale i = 3, 5%.
All’atto del pagamento della prima rata viene addebitata, oltre alla
rata, la somma di 3 d , mentre all’atto del pagamento della seconda ra-
ta viene addebitata una commissione di 2 d. Si chiede di determinare
il taeg
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Conversione del tasso
(1 + i2)
2 = 1 + 0, 035⇒ i2 = 0, 0173495
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Conversione del tasso
(1 + i2)
2 = 1 + 0, 035⇒ i2 = 0, 0173495
Rata nominale α:
α = 1 000× α2|i2 = 1 000× 0, 513049 = 513, 049 = 513, 05d
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Conversione del tasso
(1 + i2)
2 = 1 + 0, 035⇒ i2 = 0, 0173495
Rata nominale α:
α = 1 000× α2|i2 = 1 000× 0, 513049 = 513, 049 = 513, 05d
Il pagamento reale prevede la rata C1 = α+3 = 516, 05 dopo sei mesi
e la rata C2 = α + 2 = 515, 05 dopo dodici mesi. Il tasso semestrale
x2 dell’operazione sara` ottenuto imponendo che il valore attuale delle
rate C1 e C2 uguagli la somma prestata C0 = 1 000:
C0 = C1 (1 + x2)
−1 + C2(1 + x2)−2
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Risolvendo si trova
x2 = 0, 0206697.
Convertendo in tasso annuale otteniamo il taeg x:
x = (1 + 0, 0206697)2 − 1 = 0, 0417666,
che in termini percentuali e` pari a x = 4, 17666%.
